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f(a)f(! a)
"a, f(a) = f(!a)
y = f(x)
Figura 1: Il grafico di una funzione pari e` simmetrico rispetto all’asse y.
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allora −x ∈ D.
La funzione y = f(x) si dice dispari in D se f(−x) = −f(x) per
qualunque x appartenente a D.
y = x3 + x5 + x7 e` dispari y = x + x4 + x6 non e` dispari
Una funzione con espressione analitica contenente solo potenze della
x con esponente dispari e` una funzione dispari.
Se una funzione e` dispari, il suo grafico e` simmetrico rispetto all’o-
rigine degli assi. Infatti, se il punto P (x; y) appartiene al grafico, vi
appartiene anche il punto P ′(−x;−y).
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Pertanto le coordinate di P ′, pensate come (x′; y′), soddisfano alle
equazioni della simmetria centrale di centro l’origine:x′ = −xy′ = −y
Una funzione che non sia pari non e` necessariamente dispari (e vice-
versa).
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" a, f(a) = !f(!a)
Figura 2: Il grafico di una funzione dispari e` simmetrico rispetto all’origine.
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D =⇒ −x ∈ D puo` essere espressa come la somma di una funzione
pari e di una funzione dispari.
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Dimostrazione. Poniamo:
p(x) =
f(x) + f(−x)
2
, d(x) =
f(x)− f(−x)
2
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f(x) = p(x) + d(x),
p(x) e` una funzione pari e d(x) e` una funzione dispari.
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Per esempio, se f(x) = x2 + x, allora p(x) = x2 e d(x) = x.
A volte la decomposizione e` meno ovvia, per esempio se:
f(x) =
x
x2 + x + 1
allora:
p(x) = − x
2
1 + x2 + x4
, d(x) =
x + x3
1 + x2 + x4
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Definizione Una funzione f si dice crescente (rispettivamente, stret-
tamente crescente) se a < b =⇒ f(a) ≤ f(b) (rispettivamente,
a < b =⇒ f(a) < f(b)).
Una funzione g si dice decrescente (rispettivamente, strettamente de-
crescente) se a < b =⇒ g(a) ≥ g(b) (rispettivamente, a < b =⇒
g(a) > g(b)).
Una funzione e` monoto`na se essa e` o (strettamente) crescente o de-
crescente.
Con intervalli di monotonia di una funzione intendiamo gli intervalli
dove la funzione e` (strettamente) crescente o decrescente.
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Dimostrazione f e` iniettiva significa x 6= y =⇒ f(x) 6= f(y).
a) Se f e` strettamente crescente allora x < y =⇒ f(x) < f(y)
b) Se f e` strettamente decrescente allora x < y =⇒ f(x) > f(y)
In ciascuno dei casi, la condizione per l’iniettivita` e` soddisfatta. 
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Teorema Sia I j R un intervallo e sia f : I → f(I) strettamente
monoto`na. Allora f−1 e` strettamente monoto`na nello stesso senso di
f .
Dimostrazione In primis supponiamo che f sia strettamente cre-
scente e poniamo x = f−1(a), y = f−1(b) con a < b. Se fosse x ≥ y,
allora, essendo f strettamente crescente, f(x) ≥ f(y). Ma allora,
f(f−1(a)) ≥ f(f−1(b)) =⇒ a ≥ b. Contraddizione.
Un ragionamento analogo se f e` strettamente decrescente. 
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Esercizio Dimostrare che f :]1; +∞[→]0; +∞[
f(x) =
1√
x4 − 1
e` una biiezione e la sua inversa f−1 :]0; +∞[→]1; +∞[ e` definita da
f−1(y) = 4
√
y2 + 1
y2
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Esercizio Dimostrare che
g :
R → R
s 7→ 2s + 1
e` una biiezione.
Esercizio Provare che
t :
R \ {1} → R \ {1}
x 7→ x + 1
x− 1
e` una biiezione.
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Esercizio Dimostrare che
h :
R → R
x 7→ x3
e` una biiezione.
